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СтатЬя nр~авляет собой введение в проблему pacUlИpeи
IIIЫX гауссовых отображений. Расширенные гауссовы отображения 
ПшtеЗНЫ для описания формы поверхностей. Они легко вычисля-
mся · 

1) по игольчатым картам, которые получаются no данным сте-
реофотометрии; .. 

2) по глубинным картам, строящнмся на основе ·Показаний 
.ЦRЬномерных jстроll:ств или. бинокулярных стереодатчиков. 

Существенно, . что эти отображения можно также. nолучать 
непосредственно no геометрическим моделям соответствующих 

объектов. Расширенные гауссовы отображения nозволяют решать 
по крайней мере две задачи машинного зрения: 

1) расnознавание; 
2) определение ориентации объекта в пространстве.· В статье 

ВВОАНТСЯ оnределение расширенного гауссова отображения и рас
С1111атриваются некоторые его свойства. Представлено обобщение 
на невыnуклые объекты, приведеи ряд примеров. 

L ВВЕдЕНИЕ 

Для распознавания объекта и определения его 
ориентации в nространстве ·необходимо располагать 
способом представления формы его поверхности. 
Одним из таких способов являеtся задание расстоя
ний до nоверхности в.;оль nараллельны:х лучей' на 
сетке с регулярным шаrом. Такое nростое представле
ние называется глубинной картой. Описания поверх
ности в такой форме дает дальномер, а также автомати
ческий. бинокулярный стереадатчик ( l J. К сожалению, 
глубинные карты не поддаются nростой трансформа
ции при поворотах об-ьекта. (Укажем прежде всего, 
'1Т0 AIJЯ построения новой глубинной карты: на сетке с 
регулярным шагом следует прибегпуть к интерполя
ции.) 

Другой способ- задание ориентации точек поверх с 
вости на векоторой регулярной дискретизирующей 
сетке. Такую сетку удобно строить так, чтобы: она 
с:ооrветствовала элементам изображения. Это про
стое представление называется игольчатой картой 
(рис. l) (2). Установить ориентацию поверхности по 
llllбopy изображений, полученных при различных ус
.аовиях освещенИя, позволя.ет метод стереофотомет
рив (3-8), который и дает такую форму описания 
аоверхности. Но если приходится сопоставлять nо
верхности объектов, которые могут поворачиваться 

.IIPYГ относительно друга, то непосредственно пользо-
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ваться игольчатой картой также н~ьзя. (Вид и rлу
бинны:х, и игольчатых карт зависит как от ориентации 
об'Ьекта, так н от его по.wжения.) 

. Напротив, дпя метода расширенных гауссовых 
отображений изменяющаяся ориентация объекта в 
пространстве, как мы увидим, никаких трудностей 
ие создает (2, 9-13]. Во-первых, метод нечувствите
лен ·к положению объекта. При формнрованип рас
ширенного гауссова отображения часть информации 
как бы: отбрасывается, и тем не менее . в случае ·вы
пуклых объектов данное представление,. как это ни 
странно, оказывается единственным. Иначе говоря, 
никакие два выпуклых объекта не имеют одного и 
того же расширенного гауссова отображеш1я. 

Это nредставление фор.щ . поверхности объекта 
позволяет устанавливать соотве1'ствне между информа
цией от датчиков изобраЖений или дальНОСТif и инфор
мацией~ содержащенся в машиifН111Х·МОдеп.их объекТов, 
и оказалось чрезвычайно полезны:м nри. исследова
нии автоматического отбора элементов [14-161. Не
давно описана система, использующая данны:й метод 
д.~~я отбора одного об'Ьекта из. беспорядочного нагро
мождения сходных объектов [17). Наше обсуждение 
мы начнем с объектов, имеющих плоские ·грани, 

а затем рассмотрим o61ieктld с rладхиыи .lфВВОJП111е8-
ными поверхностями .. Мы изложим методы вычисле
НШI дискретных приближений расширеввых r~уссовых 

Рис. 1. Игольчатая карта дает картику еаввичвы.а: ~ Jl48'o. 
мали к nоверхности в точq.х пoвepJUIOC'IВ ва pery.upв ... cenre. 
Нормали, направленные к нaбJпo,ll.a'reJDo, llbl:l'.lllii,/IIIT как ~ а 
наклонные участки поверхноств ;uюr ворМ&!Iи в ац.е .вив • 
направлении нaиcкopeilmero спуска. 



Р•с. 2. Расширенное гауссово отображение многогранника мож
но рассматривать как набор точечных масс иа~гауссовоА сфере. 
Каждая масса пропорциональиа nлощади соответствующей грани. 
Точечные массы на видимой полусфере обозначены зачерненны
ми метками, а остальные- светлыми. Если данный многогран
ник является замкнутым, то центр масс (отмеченный символом QS)) 
)l.олжен быть в центре сферы. 

отображений, называемых гистограммами ориента
ций. Гистограммы ориентаций можно вычислять по 
экспериментальным данным или математическим опи

саниям соответствующих объектов. Разделы, отмечен
ные звездочкон, можно опустить при первом чтении 
!JЛИ когда математические выкладки не представляют 

для читателя особого интереса. 

11. ДИСGРЕТНЫИ СЛУЧАИ. ВЫПУКЛЫЕ 
МНОГОГРАННИКИ 

В 1897 г. Минковски показал, что выпуклый много
гранник полностью определяется (вплоть до параллель
но го riepeнaea) площадьЮ' и ориентацией своих граней 
[18-20]. Площадь и ориентацию граней удобно пред
ставить точечными массами на сфере. Представим себе, 
что единичный вектор нормали каждой грани переме
шается таким образом, что его конец находится в 
центре единичной сферы. При этом начало единичного 
вектора нормали располагается на поверхности еди

ничной сферы. Эта сфера называется гауссовой, 
а каждая ее точка соответствует определенной ориен
тации поверхности. Расширенное гауссово отображе
ние рассматриваемого многогранника получается пу

тем размещения в каждой точке массы, рав_ной пло
щади соответствующей грани (рис. 2). 

С первого взгляда кажется, Что при таком отобра
жении часть информации теряется, так как не учиты
вается положение нормалей к поверхности. С другой 
стороны, ничего не говорится о форме граней и их 
соотношениях Gмежности. Тем не менее можно пока
зать, что расширенное гауссово отображение единст
венным образом определяет (вплоть до параллельного 
переноса) выпуклой многогранник [9]. Недавно раз
работан итерациоиный алгоритм восстановления вы
пуклого многогранника· по его расширенному гауссову 

отображению [21 ]. 

А. Свойетва расширепиоrо rаусоова отображения 

Параллельиый перенос объекта не оказывает влия
ния на расширенное гауссово О!ображение. Поворот 
объекта вызывает равный поворот расширенного гаус
сова отображения, так как единичные векторы норма
ли поворачиваются вместе с объектом. 

Распределения масс, целиком располоЖениые в 
одном полушарии, т. е. обращающнеся в другом полу-

. ,., 
Рис. 3. Распределение масс, оrраниче!fное боаьшlfм кругом, со
ответствует пределу последоватвльностlf Цlf.IIИifJI.PifЧecК!fX объек
тов с возрастающей д.tllfнoй lf убывающ~tм диаметром. TaКife 
аномальные расnределеню! масс можно исключ~tть, расс~о~атрlfвая 

только ограниченные объекты. 

шарии в нуль, не соответствуют замкнутым объектам. 
Как будет показано, центр масс расширенного гауссова 
отображения должен располагаться в начале коорди
нат. Ясно, что это невозможно, если целое полушарие 
будет пустым. Кроме того, распределение масс, не 
обращающееся в нуль только на большом круге сферы:, 
соответствует пределу последовательности цилиндр и-~ 

ческих объектов увеличивающейся длины и уменьшаю
щегося диаметра (рис. 3). Такого рода аномальные 
случаи мы рассматривать не будем и сосредоточим 
внимание на замкнутых ограниченных объектах [9, 
20}. 

Существенную роль играют некоторые свойства 
расширенного гауссо!Jа отображения. Отметим, во
первых, что полная масса расширенного гауссова отоб
ражеJ{ИЯ, очевидно, в точности равна полной площади~ 

поверхности многогранника. Если многогранник замк
нут, то со стороны любой пары противоположных на

правЛе!UIЙ он будет иметь одинаковые площади про
екций. Это позволяет вычислить местоположение 
центра масс расширенного гауссова отображения. 

Рис:. 4. Из-за персnектlfвного укорочеlfИЯ элемент nоверхности 
кажется меньшlfм. ВlfДимая nлощадь равна истинной nлощЗДif, 
умноженной на косинус уrла между вектором нормали к nоверх
ности и вектором, !fаправлениым к наблюдателю. 

Представим себе выпуклый многогранник, рассмат
риваемый~ с большого расстояния. Пусть наnравле
ние от объекта к наблюдателю задано единичным век

тором ~. Грань с единичным вектором нормали к 
поверхности i 1 будет видимой только при В; .f,;;::.o. 
Допустим, что площадь поверхности этой грани равна 
01• Из-за перспективного укорочения она будет вы
глядеть как грань с площадью, равной всего лишь 

(Ji · v)O; •• 

расположенная по нормали 1{~ ~ (рис. 4). Полная ка
жущаяся пnощадь видимой пове~?_хностн при набnю
дении со сторрны напрамення v состамяет 

А( v) = Е (f; · v)O;. 
(r]f1·o'>O) 



JtAC811PEHHЫE ГАУССОВЫ ОТОБРАЖЕНИЯ 

f8r. L Вепоры, параллельные нормалям rраней мноrоrранннка, 
- 111m1рых равна ПJ\ощадн с()()'I'Ве'lСТВующнх rраней, при сов
_. RaчaJ\a одноrо с концом второrо образуют замкнутую --
0,. наблюдении с противоположного наоравпения 
-..вая кажущаяся площадь видимой поверхности 
lf.weт равна 

А( -v) = L (f; · v)O;. 

Обе 3111 площади должны быть одинаковы, т. е. А ( v) = 

=А (-i). Следовательно, 

L ( f; · v) О; = [ L sд] · v = о , 
все; все; 

llpll'lell теперь суммирование проводится по всем гра
.... объекта. Это соотношение справедливо для всех 
8SТОрОВ о. поэтому должно соблюдаться условие 

.Lf;O;=O. 
все; 

Иваче говоря, центр масс расширенного гауссова 
сnображення располагается в начале координат. 

Эквивалентное представление, носящее название 
вковой модели, имеет вид набора векторов, каждый. 
83 которых параллелен одной из нормалей к поверх-
80Сnt и имеет длину, равНfЮ площади соответствую

~ грани. Реаультат, полученный выше для центра 
..:с., равносилен утверждению, что при последова-

1'е8ЬВОМ размещ~нии этих векторов образуется замкну
"DR цепь (рис. 5). 

В. Воеетаиоuевве тетраэдра C•J 

Грани с обЩим ребром называют смежными. Мас
сн на гауссовой сфере, соответствующие двум смеж-
801 граням, не обязательно располагаются в ближай
._ соседстве. В общем случае воестановпение мно
I"ОО"ранника по его расширенному гауссову отображе
ПID- задача непростая, так как нелегко установить, 

апе грани явпяются смежными [21]. Нахождение 
.-Аствительных смещений каждой грани относительно 
...-тра масс многогранника - это менее трудная 

а..,ача. 

Однако тетраэдр имеет очень простую структуру: 
11W1ЦаЯ грань явпяется смежной с тремя другими. 
Фор.ма тетраэдра полностью определяется нормалями 
IDRIDЩIIxcя четырех граней, и остается лишь опреде
атъ размер тетраэдра. Иначе говоря, остается лишь 
-.а степень свободы. Есть н другой способ, учнты-
88)ЩИЙ, что площади всех четырех граней должны 
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Рис:. 6. Тетраэдр с вершинами А, В, С и D. Требуется найти рас
стояния rраней от центра масс, ес.nи известны ПJ\ощади и векторы 
нормалей к rраиям. 

быть такими, чтобы центр масс расширенного гаус
сова отображения, как мы только что убедились, 
оказался в начале координат. Это условие налагает 
на рассматриваемые четыре параметра три ограни

чения. 

Обозначим· заданные единичные векторы нормалей 

через Q.. Ь, с и tL а площади соответствующих гра
ней- через А, В, С и D (рис. 6). Требуется оПре
делить расстояния а, Ь, с и d этих граней от центра 
масс тетраэдра. Зная эти расстояния, можно, если 
потребуется, вычислить положения вершин А, В, 
С и D просто по пересечениям рассматриваемых 
трех плоскостей. Применяемые здесь обозначения 
таковы, что грань, противолежащая вершине А, имеет 
площадь А и единичный вектор нормали а и т. д. 

Расстояние по перпендикуляру от центра площади 
треугольника до одной из сторон составпяет одну треть 
расстояния по перпендикуляру до противолежащей 
этой стороне вершины. Аналогично, в тетраэдре рас
стояние от центра масс до определенной грани равно 
четверти расстояния до противолежащей эrой грани 
вершины. Начнем с вывода формулы, определяющей 
расстояние от грани с площадью, скажем, D, до про
тиволежащей вершины d. Искомое расстояние d 
будет в Точности равно четверти найденной величины. 
Остальные три расстояния. а, Ь и с можно затем 
вычислить по формулам, полученным путем цикли

ческой перестановки соответствующих величин. 
Положение восстановпенного тетраэдра будет про

из вольным, так как расширенное гауссово отображе
ние нечувствительно к параллельному сдвигу. Чтобы 
сделать результат однозначным, можно поместить 

центр масс в начало координат. Однако, чтобы наши 
выражения не были громоздкими, удобно так сместить 
тетраэдр, чтобы в начале координат оказалась одна 
вершина, скажем D. Очевидно, что на расстояния гра
ней до центра масс это не повпияет. 

Допустим пока, что местоположения вершин А, В 
и С относительно D нам известны. Тогда направпе
ния всех шести ребер тетраэдра можно вычислить, 
определяя все отдельные попарные разности положе

ний четырех вершин. Вычисляя далее векторные 
произведения этих векторов направпеиий ребер, мож
но найти четыре вектора нормалей. Для этой цели 
фактически потребуются всего четыре вектора ребер, 
образующих замкнутый контур. Нормируя затем 
полученные результаты, найдем единичные векторы 
нормалей: 

ВХС СХА АХВ 
.i = - IB х q 1 ь = - iCXAi, l = - jAX8j' 

d= (А-С)Х(В-А) = АХВ+ВХС+СХА 
I(A-C)X(CI-A)I IAXB+BXC+CXAI 
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Расстояние ро перпеидикуляру от плоскости с пл~ 
щадыо D до начала координат можно теперь найти, 
вычисляя ~ютярное произве;цеине любой из трех 

вершин А,· В н С и единичного· вектора нормали d.. 
Таким образом, 

• • • (А ВС] 
4d = d. А = d. в- d. с- IA х в + в х с+ с х Al . 

Легк9 вычисляется также площадЬ грани, противопе
жащей началу координат: 

1 1 
D = 21(А- С) Х( В- A)l- l!A Х В+ В Х С+ С Х Af. 

ПредстоИт теперь выразить смещение d через площадЬ 
D и заданные единичные векторы нормuей. Сделать 
это непосредственно с помощью мух вышеррнведеи

ных формул нельзя, так как нам неизвестна величина 
[ABCI. Она, между nрочим, в шесть раз бопьwе объема 
тетраэдра V, равноrо 

Ра~отрим, далее, по отдельности Чenipe смешанных 
произведения Чenipex единичных векторов нормалей. 
Укажем прежде всеrо, что · 

_ _ {АВС]2 

[.ihl']- IA х BfiB х CliC ХА! ' 

, так как ((.кху)(ух .r)(zx z)J=(zyzl•. Рассуждая 
аналогичным образом, поnучаем 

• . {АВС]2 

[а hd] "" tв х Cl!C х AJIA х в+ в х с+ с х Af ' 

поскоnьку [.кy(z+y+z)J=[zyz). Формулы д.~~я [lie41 
и [caitJ можно поnучить nутем циклической переста
новки ·величин·. 

Перемиожая nоnученвые таким образом три фор
мулы, приходим к соотношению 

[.ihd][ htd][ l'.id] -

. fABC]6 

= 1 

(Ах В)2(В х С)2(Сх А)2 !А Х В+ вх С+ Сх А!3 

откуда 

/ [abd][btd](l'.idJ = (АВС]2 

[.tbt]2 !АХ В+ В Х С+ Сх А! 

- ( 4d)2(20). 

В итоге nоnучаем 

1< 2о)[ а ЬС1][ bt d][ t .i it] 
4d- • 

-[.iЫ] 

Расстояния а, Ь н с можно вычислить по цuоrич
ным формулам, ВЫВОДИМЫМ ПОСредс'I'ВОК ЦИIUIН'IескиХ 
перестаиовок соответствующих величин. 

ТИИЭР, т. 72, 16 t2, декабрь t9М 

111. ВЕПРЕРЫВВЫЙ СЛУЧАВ. ОВЪЕКТЫ С ГЛАДКОИ 
КJ-ИВОJIИИЕЙИОй ПОВЕРХНОСТЬЮ 

Изложенные в nредыдущем разделе идеи можно 
распространить на случай объектов с гладкой криво
линейной поверхностью. 

А. Гауесово отоОрuкевве 

Точку на гауссовой сфере можно связать с заданной 
точкой на поверхности, отыскивая на этой сфере точ
ку с таким же векrором нормали (рис. 7) [20, 22, 251. 
Следовательно, возможно отображение информации, 
связанпой с точками на поверхности, в точки на гаус
совой сфере. В случае выпуклого объекта, нмеющеrо 
повсюду поnоЖнтельную гауссову кривизну, никакие 
две точки не имеют одиоrо и тоrо же вектора нормапн. 

PIIC. 7. Гауссово отображение объекта n011учаетс11 nутем ассо
циирования IWКJI.OЙ точки его nоверхности с точкой ва rayccoвol 
сфере с такой же ориентацией поверхности. Д.1111 обьеs.тов, имеJО
щих noвcюJI.Y n011ожвтельиую гауссову кривизну, отображение 
обратимо. 

Отображение объекта на гауссову сферу в этом случае 
обратимо: каждой точке на гауссовой сфере соответ-
ствует единственная точка на поверхности. (Если рас
сматриваемая выпуклая поверхность содержит уча

стки с нулевой гауссовой кривизной, то единственной 
точке на гауссовой *ре могут соответствовать кривые 
нпи даже области на поверхности.) 

Гауссово отображение имеет то поnезное свойство, 
что оно поворачивается при повороте объекта. Рас
смотрим два параллельных вектора нормали, один -
на объекте, а другой - на гауссовой сфере. При оди
накощмх поВРротах объекта и гауссовой сферы обе 
нормаЛи останутся параппельными. Таким образом, 
повороту объекта соответствует такой же поворот 
гауссовой сферы. 

В. Гауесова врвввава 

Рассмотрим малый участок на объекте 60. Каждu 
точка этоrо участка соответствует оnределенной точке 
на гауссовой сфере. Участок 60 на объекте отобража
ется в участок; скажем, бS, на гауссовой сфере 
(рис. 8). Если поверхнОСть снпьно искривлена, 10 
нормали в точках участка образуют широкий веер 
наnравлений. Соответствующие точки на rayccoвol 
сфере окажутся разбросанными. Наоборот, если 
~~иость плоская, то векторы нормали будут 
пельны и отобразятся в единствеиную точку 

Из зтих соображений вытекаетудобное опJмw~е.
крнвизны. Гауссова кривизна опре,целяется 
предел отнQWеиия JJJJYX зтих площа.цеl, когда 



l 

Каждая 
точке 

ража

сфере 

РАСШИРЕННЫЕ ГАУССОВЫ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Рис. 8. Участок на объекте отображаетси в участок на rауссовой 
сфере. Гауссова кривизна -- зто преде11 отношения IUIOЩ8AII 
участка на rауссовоА сфере к мощади участка на предмете, коrда 
они становятся все меньше и меньше. 

стремятся к нулю, т. е. 

Из этого дифференциального соотношения можно 
получить два полезных интеграла. Рассмотрим сначала 
интеграл К по конечному участку О на объекте: 

f f К dO = ff dS = 5, 
о 5 

где S - площадь соответствующего участка на гаус
совой сфере. Левая часть приведеиного выражения 
называется интегральной кривизной. Это соотноше
ние позволяет манипулировать с поверхноетями, 
векторы нормали которых имеют разрывы. 

Рассмотрим теперь интеграл m 1/К по участку S 
на гауссовой сфере 

fsf1/Kd5= fj dO= О, 

где О - площадь соответствующего участка на объек
те. Из этого соотношения следует, чrо при определе
нии расширеиного гауссова отображения объекта с 
гладкой криволинейной поверхностью следует исполь
зовать обратную величину гауссовой кривизны. Ниже 
мы в этом удостоверимся. Между прочим, оно пока
зывает также, что интеграл от 1/К по всей гауссовой 
сфере равен по.rtной площади объекта. 

С. Друrое опреАмевве rауееовой крвв11811Ы 

Рассмотрим плоскость, в которой расположен 
вектор нормали в тоЧке на rладкой поверхности. Эта 
поверхность пересекает данную плоскость по кривой, 
называемой нормальным сечением (рис. 9) [19, 22-25]. 
Обозначим кривизну нормального сечения через IСн. 
Рассмотрим однопараметрическое семейство плоско
стей, tодержащих вектор нормали к поверхности. 
Пусть е есть угол между конкретной плоскостью и 
заданной опорной плоскостью. Тогда IСн будет пред
ставпять собой периодическую функцию от 8. Более 
rого, если измерять 8 отиосителыtо плоскости, кото
рая дает максимальную кривизну, ro можно показать, 
Ч1О 

кN( В) - к1 cos2 В + к2 sirY В, 

rде 1Ч - максимальная, а IC1 - минимальная крИвиз
на. Эти две величины называются величинами глав
вой кривизнЫ, а соответствrющие плоскости - rлав-

2• 

11 

Рис. 9. Нормальные сечения поверхности москос:тямн, соАер
жащими нормаль к поверхности. Плоскости, соответствуJОЩИе 
наибо.пьmему и наименьшему значениям кривизны, называкm:в 
rяавными. Гауссова кривизна равна произведению иаибо.пьшеА 
и наименьшей веявчин кривизны. 

ными плоскостями. Если главные кривизны различны, 
то две главные плоскости перпендикулярны (рис. 9). 

Оказывается, что величина 

К= "1"2 
равна введенной ранее гауссовой кривизне. Очевидно, 
что для плоскости она равна нулю. Для сферической 
поверхности радиуса R эта величина равна 1/R1

, так 
как кривизна любого нор)(альиого сечения равна 11 R. 

Линейчатая поверхность - это поверхность, об
разуемая в результате перемещения линии в простран
стве. Одним из примеров такой поверхности служит 
гиперболоид. Частными случаями линейчатых по
верхностей являются развертывающиеся поверхно
сти l22, 23, 25]. Примерами развертывающихся по
верJностей служат цилиндрическая и коническая 
поtrерхности (рис. 10). Для развертывающейся по
верхности по крайней мере одна из величии главной 
кривизны оказывается нулевой во всех точках и по
этому повсюду будет равна нулю и гауссова кривизна. 

D. Раеmвреввое rаусеово отображевве 

Можно определить отображение, которое связы
вает обратную величину гауссовой кривизны в точке 
на поверхности объекта с соотвеТствующей точкой на - · 
rауссовой сфере. Обозначим через и и v параметры, 
используемые для идентификации тоЧек на исходной 

Р8с. ••• KCIIIJI1II!CDII DOВeJIXIIOC'IЪ с.аужвт примерам раэвертw-
88111ЩеlсJI J18еРХВОСТИi raycaaa крвввава 1Ю8С10АУ раава ву.1110, 
тaJt кu (по ара1ве1 мере) CWI8 вs r.1181111ЫХ крввиэв раава ву.1110. 
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поверхности, а через g и 11 - параметры, которые 
служат для идентификации точек на гауссовой сфере. 
(Это могут быть, например, долгота и широта.) Будем 
тогда определять расширенное гауссово отображение 
в виде 

где (~. 11) - точка на гауссовой сфере с такой же 
нормалью, как точка (и, v) на исходной поверхности. 
Можно показать, что для выпуклых объектов это 
отображение является однозначным (вплоть до парал
лельного переноса), т. е. определенному расширен
ному гауссову отображению соответствует лишь один 
выпуклый объект 19, 19, 26). Доказательство, к сожа
лению, неконструктивно, и прямой метод восстанов
ления объекта неизвестен. 

Е. Свойства расшвреввоrо rауссова 0'1'06ра8евиа 

Центр масс расширенного гауссова отображения 
объекта с гладкой криволинейной поверхностью на
ходится в начале координат. Мы докажем это способом, 
аналогичным тому, которым мы пользовались выше в 

отношении расширеиного гауссова отображения объек
тов в виде многогранников. Рассмотрим случай наб
людения выпуклого объекта с большого расстояния. 
Пусть направление от объекта к наблюдателю зада

ется единичным вектором v. Участок поверхности с 
единичным вектором нормали i будет видим только 
при условии 8 ·о~О. Пусть площадьэтого участка рав
на бО (рис. 4). ИЗ-за перспективного укорочения 
он будет выглядеть как участок с площадью, равной 
всего лишь 

расположенный по нормали к fi. Обозначим через 
Н (v) единичную полусферу, для которой 8 ·о~О. Тогда 
кажущаяся площадь видимой поверхности при 

наблюдении с направления f, будет равна 

А(~) ==!. jc(l)(l· ~) dS. 
H(!l) 

Кажущаяся площадь видимой поверхности при 
наблюдении с противоположного направления ееть 

А(-~)-/. jG(I)(I·-~)dS. 
Н(-11) 

Эrи площади должны быть одинаковы, т. е. А (V)= 
=А (-о). Следовательно, 

fsf G(i)(l · ~) dS = (!sf G(i)ldS) · 9 ==О, 

где интегрирование теперь выполняется по всей сфере 

S. Эrо справедливо для всех векторов v, и поэтому 
должно .выполняться условие 

fsf G(l)ldS- О. 

ТИИЭР, т. 72, n 12, декабрь 1984 

Таким. образом, центр масс расширенного гауссова 
отображения находится в начале координат. (Эrо 
ограничение, между прочим, особой практической 
роли не играет, так как обычно видна лишь одна 
сторона объекта.) 

Легко доказывается и другое свойство расширен
ного гауссова отображения. Его полная масса равна 
полной площади поверхности объекта. Если объекты 
имеют одинаковую форму, но разные размеры, рас· 
ширеиное гауссово отображение можно пронормиро
вать, поделив его на полную ·массу. 

Можно рассматривать расширенное гауссово отоб
ражение, исходя нз плотности массы на гауссовой 
сфере. При этом возможна логически обоснованная 
манипуляция с областями поверхности, где г~уссова 
кривизна обращается в нуль, с применением рассмот
реиного выше интеграла от 1/l(. Например, плоская 
область соответствует точечной массе, а последняя 
в свою очередь соответствует на гауссовой сфере 
импульсной функции, величина которой пропорцио
нальна площади плоской области. 

Распределение масс обладает моментом инерции 
относительно оси, проходящей через его центр масс, 
который зависит от направления этой оси. Указанный 
момент инерции принимает три фиксированных зна
чения, соответствующих трем определенным ортого

нальным направлениям, называемым главными осями 

объекта. Заманчиво предположить, что, сопоставляя 
главные оси инерции наблюдаемого расширенного 
гауссова отображения с вычисленными по геометри
ческой модели, можно найти ориентацию объекта 
191. Эrо представляло бы собой довольно простую 
задачу, требующую только вычисления собственных 
векторов ЗхЗ-матрицы инерции. На практике обычно 
имеют информацию лишь о видимой полусфере, и по
этому невозможно вычислить требующиеся первый и 
второй моменты по всей сфере. 

F. Вевывук.аые об'ИКТN 

Если щ:шерхность невыпуклая, то возникают три 
обстоятельства: 

1. Гауссова кривизна в некоторых точках будет 
отрицательной. 

2. Вклад в данную точку на гауссовой сфере вио-
. сит не одна точка объекта. • 
3 .. Одни части объекта могут затеняться другими 

частями. 

Мы намереваемся расширить определение расши
реиного гауссова отображения в этом случае и считать, 
что это отображение выражается суммой абсолютнщ 
значений обра1'ных величин гауссовой кривизны во 
всех точках с одинаковой ориентацией поверхностИ: 

1 
G(E,ТJ) = ~ IK( ц, \7)1. 

Эrо определение обосновано методом вычисления рас
ширенного гауссова отображения в дискретном слу

чае, который мы рассм9'J'РИМ ниже. 
Приведеиное расширенное определениЕ! имеет смысл 

если существует конечное или по крайней мере счетное 
число точек на поверхности с одинаковойорнентаци· 
ей. Однако случается, что все точки ка кривой ми 
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Рве. 11. Эплнпсонд с контурами, образованными при рассече
вин поверхности тремя ортоrоналы1ыми москостямн, прохо

АЯЩИМН через пары точек, в которых гауссова кривизна имеет 

постоянные величины. 

даже на области поверхности имеют параллельные 
нормали к поверхности. Тогда мы вправе воСполь
зоваться соотношением 

где ii. единичный вектор на гауссовой сфере, а s -
единичный вектор на поверхности объекта. Интегри
рование выполняется по всей поверхности объекта О, 
причем о - единичная импульсная функция, опре
.аеляемая на . сфере. 

Для большей определенности можно обозначить 
через r(и, v) вектор, который задает на поверхности 
точку, соответствующую параметрам и и v. Тогда 

GЦ,'I/) COS'I/ = Jjв(l;.- В( и, v),'l/ Ф(и, v)) х 

~. lrи Х rvl dudvJ 

где А(и, v) и ф(и, v)- широта и долгота точки на 
гауссовой сфере с той же ориентацией, что и поверх
ность объекта в точке (и, v). Таким образом, плоская 
об.llасть площадью А будет вносить в расширенное 
гауссово отображение импульс с весом А, а цилинд
рическая область вызовет появление импульсной стен
о, проходящей вдоль большого круга под прямыми 
уr.11ами к оси цилиндра. Интеграл от этой импульсной 
СП!ВКИ будет равен площади цилиндрической области. 

Обычно расширенное гауссово отображение мы 
представляем себе как фиксированный предмет, свя
эавн:ый с объектом. В случае невыпуклых объектов 
JЮЖет потребоваться изменить определение, с тем 
11Т0бы оно охватывало лишь те части поверхности, 
которые видны с определенного направления. Такое 
(модифицированное) гауссово отображение будет зa
IIIICeТЬ от точки наблюдения. Мы не будем затрагивать 
э.-есь это потенциальное осложнение. 

G. Првкеры раешвреввоrо rауооова отобраисевияС.! 

Как ~же упоминалось, расширенное гауссово отоб
ражение сферы радиуса R есть 

C(i;.,'l/) = R~ 

Пожалуй, неско.nько больший интерес представля
f!'l' случай ЗJIЛiшсонда с полуосями а, Ь и с, совпа
..-цими с осями координат (рис. 11). Его поверх-
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ность описывается уравнением 

Для наших целей полезнее его параметрическая форма 

х = acosBcosф, 

у= bsin Всоsф, 

z = csinф. 

Нормаль к поверхности в точке 

r = ( a<osB cos ф, bsin Всоsф, csinф) т 

определяется уравнением 

n = (bccos8cosф,casin8cosф, absinф) ~ 

в чем мы убедимся ниже. Гауссова кривизна оказы
вается равной 

К= 
аЬс 

( bccos Всоsф )2 +( casin8cos 

=[а:2сГ, 

где n'=nxn. 
Если обозначить через ; долготу, а через Ч- ши

роту на гауссовой сфере, то единичный вектор нор
мали в точке (6, '1) на этой сфере будет определяться 
уравнением (рис. 12) 

Л= (cos~cos'lj,sin~cosч,sin'll) т. 
Здесь n=nli. Отождествляя члены в двух этих выра
жениях для норма~ей к поверхнОстИ в соответству~ 
щи.х точках на эллипсоиде и на гауссовой сфере, 
получаем 

откуда 

bccosBcosф = ncos~cos'lj, 

casin8cosф = nsin~cOS'I/, 
absinф = nsin11,. 

n2 [(acos~cos'lj) 2 +(bcoэ~sinч)2 +(csinч)2] = (аЬс): 

Наконец, после подстановкн выражения для n1 в 
уравнение для К приходим к соотношению 

1 
-к= 

В этом случае расширенное гауссово отображение 
меняется плавно и принимает стационарные знаqения 

в точках, где r равно соответственно (:1: 1, О, O)r, (0, 
:1:1, o)r н (0, о, :i:l)r. в справед.~~ивостн этих резуль
татов легко удостовериться, рассекая эллипсоид пло-

i' 



и 

Рве. 12. Для идентификации точек на rауссовоА сфере можно 
нсnо.пьэовать до.пrоту и широту. Каждая точка на rауссовоА сфере 
соответствует единственной ориентации поверхности. 

скостями ху, yz и zx. Гауссова кривизна в этом 
CJiyчae равна nроизведению кривизн получающихся 

эллиnсов. Здесь исnользуется тот факт, что макси
мальная и минимальная кривизн-.>~ на эллипсе с полу

осями а и Ь равны а/Ь• и Ыа•. 
Ниже мы выведем расширенное гауссово отобра

жение тора, не являющегося выпуклым объектом. 

IV. ДИСКРЕТНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ. ИГОЛЬЧАТЫЕ 
КАРТЫ 

Рассмотрим поверхность, разбитую на малые уча
стки равной площади. Пусть на единичную площадь 
приходится р участков. Проведем на каждом участке 
нормаль к поверхности. Рассмотрим многогранный 
объект, образующийся при пересечении касательных 
плоскостей, перпендикулярных к этим нормалям. Он 
аппроксимирует исходиую поверхность, причем, чем 

меньше участки, тем лучше приближение. 
Расширенное гауссово отображение исходиого вы

nуклого объекта (с гладкой криволинейной nоверх
ностью) аппроксимируется импульсными функциями, 
соответствующими указаиным малым участкам. Ве-
личина каждого импульса равна примерно 1/р и 
соответствует площади участка, на котором он нахо

дится (рис. 13). Сильно искривленные части дадут 
на гауссовой сфере импульсы, распределенные на боль
шой области; импульсы же от почти плоских частей 
будут сконцентрированы в малой области. По мере 
увеличения р чиСJiо импульсов, приходящихся на 

единицу площади гауссовой сферы, приближается к ве-
личине гауссовой кр'нвизны, умноженной на р. В этом 
можно у достовернться с помощью приведеиного выше 

интеrрала от 1/ К. 
Образование двумерных сот на поверхности может 

иметь в своей основе произволькое разбиение на тре-
угольные участки, при уСJiовии что величина каждого 

импульса на гауссовой сфере будет пропорциональна 
площади соответствующего участка поверхности. Мож
но также разбивать поверхность, исходя из деления 
изображения на элементы. В таком случае необходимо 
учитывать, что на площадь, занимаемую на изобра
женин данным участком, влияет перспектнвное уко

рочение. Фактическая площадь поверхности nропор

циональна 1/ (s1·v), где а1 -вектор нормали участка, 
а 11 -вектор, напр!!вленный в сторону наблЮдателя 
(рис. 4). 

Данные измерений ориентации поверхности на 
изображениях не будут точными, так как на ре-
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Рве. 13. Оrображенне АИскретных участков объекта на rауссову 
сферу. Участки в зтом случае соответствуют реrулярному разбие
нию моекости отображения. Так как участки расnможены на 
конической nоверхности, их вк.лц в расширенное гауссово ото
бражение распо.пагается по иебмьшоА окружности. 

зультаты измерений яркости оказывают влияние 
шумы. Аналогично с некоторыми погрешиостями будут 
определяться ориентации поверхностей и по данным о 
,~Uiльности. Поэтому импульсы на гауссовой сфере бу
дут немного смещены относительно их истинных поло

жений. Тем не менее ожидаемая плотность на гауссо
вой сфере будет приближаться к обратной величине 
гауссовой кривизны. Одиако не следует ожидать, что 
импульсы, соответствующие плоской поверхности, 
с<;шпадут. Скорее всего они образуют небольтую 
группу. Точнее, влияние шумов сводится к «размазы
ванию:. информации по сфере. Расширенное гауссово 
отображение подвергается операции свертки со сгла
живающей функцией, ширина которой пропорцио
нальна уровню шумов. 

А. Испольвовавве IIIO.ЦeJieй об'Ьевтов 

Расширенные гауссовы отображения приходится 
также вычнСJiять для поверхностей моделей объектов
прототипов. В этом CJiyчae целесообразнее найтИ 
удобный способ параметризацин поверхности и разбие-
ния ее на множество малых участков. Допустим, что 
поверхность задана двумя параметрами и и v в виДе 
r(u, v). Тогда, как видно из рис. 14, r .. н r" будут пред
стамять собой две касательные в точке (и, v). Век
торное произведение этих касательных направлено 

Рве. 14. Вектор нормuи к поверхности можно вычислить, нахо
дя векторное произвеАеИне мух касательiiЫХ векторов. Каса
тельные векторы: можно пмучить, двффереицируя уравневне 
поверхности, выраженное в nараметрической форме. 
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по нормали к поверхности. По единичному вектору 
нормали 

можно определить, какой точке гауссовой сферы соот
ветствует данный участок. Допустим, что область 
изменения и разбита на отрезки длиной би, а область 
изменения v- на отрезки бv. Тогда по площади 
участка, равной 

8А = lru х rvi8u8v, 

можно определить, какой вклад этот участок создает 
в соответствующем месте на гауссовой сфере. Заметим, 
.то при этом не приходится в явном виде вычислять 

rауссову кривизну или брать вторые частные пронзвод
вые. 

"-.ОБРАЗОВАНИЕ ДВУМЕРНЫХ СОТ НА ГАУССОВОИ 

08ЕРЕ.ГИСТОГРАММЫОРИЕНТАЦИИ 

Для представпения информации на гауссовой сфе
ре в ЭВМ цепесообразно разбить сферу на элементьt. 
В идеале эти элементы должны удовлетворять сле
А)'IОЩИм критериям: 

1. Все элементы должны иметь одинаковую пло
щадь. 

2. Все элементы должны быть одинаковой формы. 
3. Элементы должны иметь правильную форму н 

быть компактными. 
4. Разбиение должно быть достаточно мелким, 

обеспечивающим хорошее угловое разрешение. 
5. Прн некоторых поворотах должно обеспечивать-

ся самосовмещение элементов. 

Компактные элементы объединяют информацию только 
or участков поверхности с почти оди-наковой ориента
цией. Удлиненные элементы той же площади объедн
IIJООТ информацию от участков поверхности с сильнее 
различающимвся ориентациями. Площадь правиль
ного многоугольинка с n сторонами, вписанного в 

окружность радиуса r, равна 

'IТ,-2[sin(2'1Тjn)] 
(2'1Тjn) · 

Так, nлощадь вписанного в окружность шестиуголь
ока равна (3V3/2)r2 , т. е. вдвое больше вписанного в 
такую же окружность треугольника. Таким образом, 
~иеиия на элементы, близкие к треугольникам, 
будут объединять информацию об ориентациях, ко-
.1111Чество в которых в V2 раз больше отклоняется от 
среднего значения, чем в случае разбиения на эле
llеНТЫ, близкие к шестиугольникам. 

Если элементы образуют регулярную структуру, 
10 взаимосвязь элемента с соседними элементами 
будет одинаковой для всех элементов. Таким структу
рам следует отдавать предпочтение. К сожалению, 
УJJ.Овnетворить одновременно всем перечисленным кри
териям невозможно. 

Простой способ разбиения заключается в разделе
вин на широтные полосы, каждая нз которых затем 
разделяется на полоски по долготе (рис. 15). Добиться 
уравнивания площадей элементов можно, уменьшая 
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Рис. 15. Гауссову сферу можно разделить на элементы по мери
днанам и широтам. Однако попучающиеся элементы имеют неодн
наковне JUIОЩЗдн н совмещаются друг с другом только при опреде

ленных dоворотах вокруг оси, проходящей через noniOCЬI. 

их число с повышением широты или увеличивая 

ширину широтных полос на высоких широтах либо за 
счет н того, и другого. Этот способ имеет то достоинст
во, что легко рассчитать, к какому элементу следует 

отнести данный вектор нормали к поверхности. Все 
же такая структура не удовлетворяет сформулиро
ванным выше критериям. В частности, совмещение 
элементов происходит лишь при немногих поворотах 

вокруг оси шара. Повороты относительно любой дру
гой оси не дают совмещения элементов. 

А. Раабвевии, ocвoвallllble на правИJIЬВWХ 
мвоrоrраввиках 

Лучшие разбиения можно найти, проектнруя на 
единичную сферу правильные миогограиинки, центры 

которых предварительно совмещены с центром сферы 
[271. Правильные многогранники регулярны, а их 
граин представляют собой правильные многоуголь
ники одного н того же типа. (Они называются также 
платоиовымн телами) [19, 20, 28-321. Вершины пра
вильиого многогранника конгруэнтны. Деление, попу
чаемое путем проецнроваиия правильного многогран

ника, .обладает тем желательным свойством, что попу
чающиеся элементы имеют одинаковую форму н 
площадь. Кроме Того, все элементы имеют одинако
вую геометрическую связь с соседиими элементами. 

В случае додекаэдра элементы еще н очень хорошо 

закруглены, одна~о этот многогранинк имеет всего 
двенадцать элементов (рис. 16а). Даже икосаэдр со 
своими двадцатью треугольными элементами дает 
слишком грубую дискретизацию ориентаций (рис. 16Ь), 
к тому же эти элементы недостаточно закруглены. 

(а) (Ь) 

Рве. 16. Образование сот на ··rауссовой сфере: (а) типа правиль
ноrо додекаэдра; (Ь) типа правильноrо икосаэдра. 
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(Ь) 

Рве. 17. Образование сот на гауссовой сфере: (а) типа усеченного 
икосвздраi (Ь) типа пентакис-додекаэдра. 

К сожалению, существует всего пять правильных тел 
(тетраэдр, гексаэдр, октаэдр, додекаэдр и икос~др). 

Можно пойти несколько дальше, обращаясь к по
луправильным многогранникам. В полуправильном 
многограннике грани представляют собой правильные 
многоугольники, но не все они одного рода [ 19, 
20, 28-32]. (Они называются также архнмедовымн 
многогранниками.) Как н в случае правильных мноГо
гранников, вершины конгруэнтны. Грани могут быть 
диух или трех тиnов, которые различаются по пло

щади. Иллюстрацией разбиения с помощью nолу
правильного многогранника может служить футболь
ный мяч (рис. 17а). В его основе усеченный икосаэдр, 
т. е. полуправильный многогранник с 12 nятиуголь
ными и 20 шестиугольными гранями. 

1( сожалению, существует всего 13 nолуправиль
ных многогранников. (Пять усеченных nравильных 
многогранников, кубоктаэдр, икосидодекаэдр, укоро
ченный кубоктаэдр, укороченный икосндодекаэдр, 
усеченный кубоктаэдр, ромбикубоктаэдр, усеченный 
нкосидодекаэдр и ромбикосидодекаэдр.) В целом эти 
объекты не дают достаточно тонких разбиений. Уко
роченный икосидодекаэдр имеет наибольшее число 
граней, но каждый из его 80 треугольников много 
меньше каждого из его 12 пятиугольников. 

Все ребра полуправильного многогранинка имеют 
одинаковую длину. Отсюда следует, что разные типы 
его граней имеют разные площади. Площадь правиль
иого многоугольника с n сторонами и длиной грани е 
равна 

4tg. (wjn) J 

т. е. в очень грубом приближении nропорциоиальиа 
п". С этим обычно связаны трудиости в случае полу
правильных многогранников. Иногда оказывается воз
можным построить новый многогранник с тем же со
отношением смежности, что и заданный полуправиль
ный многогранник, но с гранями одинаковой nлощади. 
Однако некоторые из таких граней уже не будут пра
вильной формы. 

Если требуется еще более тонкое дополнительное 
разделение, можно попробовать разбить каждую грань 
данного вида разбиения еще на треугольники. На
пример, если каждую пятиугольную грань додека

эдра разбить на пять одинаковых треугольников, 
получится певтакне-додекаэдр с 60 гранями (рис. 17Ь). 
Он оказывается дуальным рассмотренному выше усе
ченному икосаэдру. Если же этот метод применять к 
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усеченно~у икосаэдру, получим объект со 180 граня
ми. Как мы увидим ниже, этот объект, подобно пек
такис-додекаэдру, можно подвергнуть дальнейшему 
разбиению. 

Чтобы установить, насколько тоикое разбиение 
может потребоваться, рассчитаем угловой разброс 
нормалей к поверхности, которые отображаются в 
определенный элемент. Если имеется n равных эле
ментов, то площадь каждого будет составлять 

А= (4w)jn, 

так как полная площадь единичной сферы равна 4n. 
(Эта площадь равна телесному углу конуса, образо
ваниого данным элементом при соединении с центром 

сферы.) Форма, минимизнрующая угловой разброс 
при задаиной площади поверхности,- это круговой 
диск. Площадь кругового диска на единичной сфере 
есть 

A-2w(1-cos0)1 

где е - половинный угол конуса, образованного при 
соединении диска с центром сферы. При малых е 
площадь можно приближенно записать как 

А"" w0 2 . 

Таким образом, если элементов много и их можно сде
лать круговыми, то угловой разброс составит 

(J"" 2/Гп. 

Однако в наилучшем случае элементы по форме могут 
быть близки к шестиугольникам. Как уже уnоми
налось, площадь шестиугольника, вnисанного в ок

ружность радиуса г, равна (3V3i2)r2 • Площадь круга, 
равная nr2 , примерно на 20% больше. Итак, шести
угольна!~ форма дает разброс, который в 

ГЕ v 3Гз -1,0996 ... 

раз больше, чем в случае круга той же площади. 
Отсюда нижняя граница углового разброса для раз
биения с n элементами есть 

Например, при n=60 разброс превышает 16,2°. Сле
дует также помнить, что треугольные элементы дают 

еще больший разброс, а именно в V2 раз больший, 
чем. шестиугQJiьные. 

В. ГеодезИ'Iесвие В)'Пова 

Идя далее, мы можем разбить треугольные эле
менты на четыре меньших треугольника, как это де

лается в хорошо известных конструкциях геодези

ческого .. купола [27, 30, 33]. Высокое разрешение 
достиГается эдесь за счет ослабления некоторых из 
приведеиных выше критериев (рис. 18). В частности, 
не все элементы геодезического разбиения имеют 
одинаковые форму и площадь. Кроме того, элементы, 
имея форму, подобную.. (иеравностороиним) треуголь
никам, не компактны. В этом отношении структуры, 
дуа.tьнш геодезическим куполам, лучше, так как их 
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r.. 18. Образование сот на гауссовой сфере типа икосаэдра с 
llpiDielleниeм прииципа rеод.езическоrо куп011а с частотой, рав
_. чеrырем. (Число rраней равно 16Х20=320.) 

грани чаще всего представляют· собой (неправильные) 
шестиугольники, которые дополняет дюЖИJUI (пра
ВВАьных) пятиугольников. Таким путем можно полу
'Пiть разбиения произвольной тонкости. Хорошим 
всходным пунктом дпя геодезического разбиения cлy
JUIT пентакис-додекаэдр, а также объект, построен
в:ый выше из усеченного икосаэдра путем разделения 
граней на треугольники. 

Каждое ребро треугольных элементов исходного 
IIНОгогранника делится на f отрезков (f называется 
1lаСТОТОЙ геодезического разбиения). В результате 
каждая грань разбивается на f2 (неравносторонних) 
треугольников. Как мы увидим ниже, дпя предпожен
вого здесь метода особенно удобны разбиения, при 
которых час1ота представляет собой степень двух. 

Необходимо распdпагать эффективным методом 
расчета, поЗволяющим определить, какому элементу 
nринадлежит конкретная нормаль к поверхности. 

В случае разбиениji, полученных исходя нз правиль
вых многогранников, сначала вычисляется скаляр

вое произведение заданного единичного вектора н век

тора, проходящего к центру каждого элемента. (Эти 
оnорные ректоры соответствуют вершинам тепа, дgaль
IIOIIO исходиому правильному многограннику.) Такая 
операция дает косинус угла между указанными век

торами. Ближайшим опорным вектором является тот, 
который дает наибольшее скалярное пронзведенне. 
.да..ее заданный вектор присваивается элементу, соот
ееrетвующему этому опорному вектору. 

В случае геодезического купола можно вести раз
fiвевие иерархически, особенно еспи частота выража
еrся степенью двух. Геодезический купол создается нз 
векоторого правильного многогранника. Указанным 
IЫШе способом находится подходящая грань этого 
IIВОгогранника .. Затем определяется, в какой из тре
утопьников первого разделения этой грани попадает 
3аА3Вный единичный вектор нормали. Для этого уста
llаМивается, какое скалярное произведение имеет 

~рgю наибольшую величину. Новых скалярных 
llрОИзведений вычислять не требуется. Далее этот 
вроцесс повторяется с четырьмя треугольниками, на 
которые разбивается указанная грань, и т. д. На 
llрактике можно пользоваться методами с просмотром 

"ЬЬб..иц. Хотя они меточные, зато очень быстрые. 
Пусть площадь, занимаемая одним нз элементов на 

l'а)'ссовоА сфере, равна m (в случае икосаэдра m= 
==fa/20). Предполагаемое число векторов нормали к 
80Верхностн, отображаемых в элемент, дпя выпуклого 
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Рис. 19. Гистограмма ориентаций, построеиная на геодезиче
ском куп011е, образованном из пентакис-додеказдра. (Число rра
ней равно 12Х5Х4=240.) Эrо дискретная аппроксимация рас
ширеиного гауссова отображения. Длина вектора в центре 
элемента пропорциональна чиспу векторов нормали на поверх

ности исходиого объекта, имеющих ориентации, оказывающнеся в 
обпасти напраалениil, которую охватывает данный элемент. 

объекта равно 

pwiGJ ' 

где а- среднее значение G(~. ТJ) на элемен~. 
Ясно, что расширенное гауссово отображение мож

но вычислять локапьно. Просто подсчитывается число 
векторов нормали к поверхности, принадлежащих 
каждому э:лементу. С другой стороны, в выражение 
дпя гауссовой кривизны входят первая н вторая 
.частные провзводные функции 'поверхности. На прак
тнке оценки провзводных ненадежны нз-за шума. 

Поэтому важно иметь возможность вычислять расши
ренное гауссово отображение, не оценивая эти произ
водные. 

Величины в элементах можно рассматривать как 
гистограмму ориентаций. Недавно автору указали на 
ее аналогию со схемой, по которой строится гисто
грамма направлений дендритов на нейронах [34). 

Результат можно представить графически, отоб
ражая совокупный вес векторов нормали к поверх
ности векторами нормали каждого элемента. Разделе
ние лентакис-додекаэдра с частотой, равной двум, 
дает 240 элементов, что вполне достаточно дпя боль
шинства nрактических цепей (рис. 19). Угловой 
разброс в этом случае составляет около 11,5°. Другой 
способ графичес~ого представления расширенного га
уссова отображения заключается в использовании 
уровней серого, причем яркость каждого элемента 
пропорциоиальна отсЧету. Дпя сохранения формы 
элементов можно проецировать гауссову сферу не ор
тогонально, а стереографнчески. Однако при этом 
площади элементов будут воспроизводиться в неоди
наковом масштабе. -

&. цепях дальнейшего улучшения гистограммы 
ориентаций нам потребовалось хранить в памяти не 
просто сумму площадей участков, а сумму векторов, 
пересчитанную согласно площади соответствующего 
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Тело 20. Тело вращения можно nмучить, вращая кривую во
круr пекоторой оси. Кривую можно задать расстоянием от оси 
в функции от АIIИИЬI дуrи вдопь кривой. 

участка. Для этого пришлось втрое увеличить необ
ходимый объем памяти, но зато повысилась точность. 
Более того, .в случае многогранников это представле-

ТИМЭР, т. 72, ~ 12, декабрь 1984 

Рис. 21. Иллюстрация связи между бесконечно малыми nрираще
ниями A.JIHИЬI дуrи кривой, расстояния от оси вращения и расстоя
ния ВДОIIЬ ЭТОЙ ОСИ. 

поскольку 6~=б'8. Кривизна образующей кривой 
к0 это , просто скорость изменения направления 

вдоль дуги в завиенмости от ее длины [22-24]. Таким 
образом, 

dq 
ds ="с) 

ние оказывается точным. откуда 

Vl. ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ 

Гауссова кривизна поверхности тел вращения опре
деляется довольно легко. Тело вращения образуется в 
результате вращения (nлоской) образующей кривой 
вокруг пекоторой оси (рис. 20). Доnустим, что обра
зующая кривая задана•расстояиием по перnеидикуля

ру от оси r (s), определяемым в виде функции длины 
дуги s вдоль кривой. Обозначнм через е угол пово
рота вокруг этой qси. Рассмотрим теперь гауссову 
сферу, расположенную таким образом, что ее ось на
nравлена по оси тела вращения. Обозначим через s 
долготу, а через '1 - широту на гауссовой сфере. 

Можно принять, что ; соответствует е. Это озна
чает, что нормаль к поверхности в точке объекта, 
образованиого при повороте образующей кривой на 
угол е, расnоложена на гауссовой сфере в точке с 
долготой с=е. 

А. Гауееова кр1ПU18ва тeJJa вращеввя 

Рассмотрим малый участок на гауссовой сфере, 
расположенный в интервале между ; и с+бс по дол
готе и между '1 и '1+611 по широте. Его площадь равна 

cos ."в~ в.". 

Остается лишь определить площадь соответствующего 
участка на объекте. Она составляет 

r8fJ8s, 

где дs- приращение расстояния по дуге вдольобразjй
.ющей кривой, соответствующее приращению б') 
ориентации поверхности. Гауссова кривизна -это 
предел отношения обеих площадей, когда они стре
мятся к ну.пю. Следовательно, 

К_ Jim COS'I/ lJ~ 8'1/ = lim COS'I/ 01/ = COS'I/ dq J 

в~-.о r 8(} 8s в~-.о r 8s r ds 
Bf->0 

К= KcCOS'I/ 

r 

Легко убедиться (рнс.21), что sin')=-r", где r,
частная nроизводпая r по s. Дифференцируя по s, 
nолучаем 

d." d ros .. -- -(-г.)- -г. "' ., ds ds 5 55 
' 

что дает nростую формулу 

г •• 
r 

Наnример, в случае сферы радиуса R имеем: r= 
=R cos(s/R) при условии (n/2)R<s<+ (n/2)R. 
Таким образом, r .. ,==-(r/R2

) и l(=IIR•. 
Для некоторых целей nолезнее выразить радиус r 

в виде функции расстояния вдоль оси, а не длины 
дуги вдоль кривой. Обозначим: расстояние вдоль оси 
через z. Легко удостовериться (рис. 21), что tg')= 
=-r2 , поэтому, дифференцируя по s, получаем 

sec21/ dq = !!_ ( -г. ) = -г. dz J 
ds ds z 2'ds 

где, как видно из чертежа, cos f)=z, н, следовательно, 

ICcCOS'IJ = dq COS'IJ = -Г. COS4 1J J ds zz 

Окончательно получаем 

К= _ __,rz"'-z __ 
- 2 -r(1 + r~) 

так как 
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8. ..,.... ..,.... ..,_, .... rayeeoвoi .,_ ..... '1'6118 
1 1 •• t•l 

Р аача~~е нам потребуется рассмотреть теорему 
Jile8l,e (22-241. Обратимся к нормальному сечению 
-.рхвостн в определенной точке. Оно получается 
... .,есечении поверхности с одной из плос~остей, 
Sl8'fl•aщeй локальную нормаль (рис. 22). Пусть кри
--.. кривой, по которой поверхность пересекается 
_. москостью, равна "N· Представим себе теперь, 
11110 москость отклоняется от нормали на угол ТJ 

.. JLa'lleC1'Вe оси поворота служит локальная касатель
-). Эrа новая плоскость пересечет поверхность по 
llipii80Й с большей кривизной. Можно показать, что 
lfiiiВIIЗBa новой кривой равна 

"NjCOS'Ij. 

8 ,.,_.легко удостовериться в случае сферы, посколь
ку uоскость, содержащая центр, пересекает сферу 
• бмьwому кругу, тогда как наклонная плоскость 
-.есекает ее по малому кругу с радиусом, проnорцио

.........., косинусу угла наклона. 
Вернемся теперь к поверхности вращения. He..,JIPO показать, что одна из главных кривизн в точке 

• 8)8еJ>Хности будет соответствовать сечению поверх-
81:'111 плоскостью, содержащей ось вращения. Полу
......,. в результате кривая и будет образу.ющей 
8J111вoii тела вращения. Таким образом, одна из двух 
181111Ь1Х кривизн равна кривизне te0 образующей 
IIIUOЙ в соответствующей точке. 

Рассмотрим далее плоскость, перпендикулярную 
.. вращения н проходящую через ту же точку 

~хвостн (рис. 23). Она рассекает nоверхность по 
8ружвости. К.ривнзна в этой плоскости равна (1/r), 
r:Je r - раднус тела вращения в этой точке. Однако 
.wa rорнзонтальная плоскость не является нормаль
- сечением. Пусть нормаль образует с этой nлo
CIIDCТЬIO угол ТJ. (Угол ТJ образует таюке Локальная 
11821'еRьиая плоскость с осью вращения.) Построим 
'8!8ерЬ nлоскость, содержащую локальную нормаль и 

8реСеКаЮщую горизонтальную плоскость по линии, 

-.пенднкулярной оси. Эта плоскость будет наклонена 
1t то.tько что исследованной нами плоскости под уг
.- ТJ. Она дает та~е искомое второе главное нор
-.ыюе сечение. Из теоремы Менье видно, что 
11f888Зва кривой в этом нормальном сечении teN= 

.._ 12. Кривиэва кривой, nщченноА сечением повержности 
--.ol МОСКОС1ЪIО, бодьше, чем при сечении москостью, со
,..._еА вехmр нормали к: повержности. Теорема Меиье rласит, 
wo оnашеиве !mlж J~~Jyж кривизн равно косивусу уrла между дан
- .DJКR М:ОСКОСТIIIIИ. 

)8 
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Рис:. 23. При сечении тела вращения плоскостью, перпенАИку
лярноА оси вращения, пщчается окружность. Кривизна в этой 
моекости равна просто обратной величине расстояния or поверж
ностн JI.O оси. Кривизну, сооrветствующую нормальному сечению, 
можно найти с nомощью теоремы Менье. 

=(1/r)cos'l). Наконец, путем умножения находим га
уссову кривизну, которая равна 

К "cCOS'f/ 
г 

Например, в случае сферы радиуса R получаем r= 
=RCOSТJ и te0 =1/R, таким образом, K=IIR 2

, как и 
следовало ожидать. 

Чтобы облегчить использование этого результата, 
построим систему координат, в которой ось z проходит 
по оси вращения. Образующая кривая выражается 
как r (z). Обозначим первую и вторую nроизводвые 
r по z соответственно через r% и '""' Легко убедиться 
(рис. 21), что tg'l)=rz и поэтому 

1\роме того, 

"С = - -(----"-"-2-)З:--/:::2 1 
1 +г, 

и nоэтому в окончательном виде получаем 

К=-----"''----

r(1 + 

Чтобы воспользоваться этим результатом для вывода 
расширенного гауссова отображения, необходимо 
отождествить точки на поверхности с точками на гаус

совой сфере. Введем nолярный угол 8, такой что 

х = rcos О, у= rsin (}. 

Тогда вектор единичной нормали к поверхности бyN!f 
определяться как 

(cosD,sinfl, rz) т 

/1 + r; 
Прнравнивая его вектору единичной нормали на 
гауссовой сфере 

( cos ~ cos '1/, sin~ cos '1/, sinТJ) т" 
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Если просуммировать обратные величины алгебраи
чески, то попучим 

1 1 
-+-=2р2 
к+ к_ J 

что вдвое превышает результат ДJIЯ сферы радиуса р. 
Те же результаты дает испопьзование формулы 

"ccos11. 
К=---, 

г 

Риt. 24. Тор, поnученныА вращением окружности вокруг веко-
торой оси. РеэультирующнА объект иевьrпуКЛЬIА, тем не менее так как x:0 =-l/p и r=R±pcOSТJ, следоватепьно, 
можно вычислить ero расширенное гауссово отображение. 

попучаем 

С. Расширенвое rауссово отображевве тора 

В качестве иллюстрации определим теперь расши
ренное гауссово отображение тора.· Пусть бопьшая 
ось тора равна R, а мапая - р (рис. 24). Точку на по
верхности можно задать величинами 6 и s, где 6 -
угоп, отсчитываемый вокруг оси тора, а s - ДJiина 
дуги, измеряемая относитепьно плоскости симметрии. 

Тогда 

следоватепьно, 

г= R+ pcos(s/p)
1 

Г55 = -(1/p)cos(s/p), 

К=_ Г.s = _! cos('s/p) 
г р R + pcos(s/ph. 

Две точки Р и Р' (рис. 24), отстоящие по углу 6 на n, 
имеют на торе одинаковую поверхностную ориента

цию. Вектор нормапи к поверхности в одной из этих 
точек направпен в сторону, протнвопопожиую от 

оси вращения, тогда как в другой' точке· этот вектор 
направпен в сторону этой оси. Спедовательно, две 
точки на объекте 

(8,s)=(€,p1j) И (O,s)={(+w,p(w-1!)) 

соот.ветствуют одной точке (~. ТJ) на гауссовой сфере. 
Кривизны в этих точках имеют противопопожиые 
знаки: 

К = + _! COS1j 
+ pR+pCOS1j 

и 
К = __ COS1j 

р R- pCOS1j. 

Поскопьку тор- невыпукпый объект, вкпад в опре
деленную точку расширенного гауссова отображения 
вносит не одна точка на его поверхности. Суммируя 
абсолюm/Ше значения обратных величин кривизны, 
попучаем 

1 1 
С( 11,~) =К- К= 2Rpsec1j. 

+ -

К= ±COS1j 
p(R ± pC051j). 

Расширенное гауссово отображение тора .'имеет осо
бенности в попюсах. Они соответствуют двум копьцам, 
на которых покоился бы тор на плоскости. Все точки 
на одном из этих копец имеют одинаковую поверхно-

стную ориентацию. _ 
Можно считать, что гауссова сфера покрыта двумя 

листами римановой поверхности, один из которых 
соответствует внутренней поповкие тора, распопожен
ной бпиже к его оси симметрии, а другой - внешней 
поповине. Оба листа соединяются между собой в по
люсах, причем точки разветвпения соответствуЮт 
упомянутым выше двум копьцам. Здесь гауссова 
кривизна меняет знак. 

Укажем также, что все торы с одинаковой площа
дью поверхности (4 n 2pR) имеют одно и то же рас
ширенное гауссово отобраЖение. 

D. ЕдивствеВIIЫЙ вып)'IШЬIЙ объект с G(i, 1J)==2secq1*1 

В ,то время как все торы с площадью поверхности 
4n2 ИМеют ОДНО И ТО же расширенное гауССОВО отобра
жение 

С(€,11) = 2sec11
1 

существует всего один выпух:лЬlй объект с таким же 
расШиренным гауссовым отображением. 'Эrо - тепо 
·вращения, так как G(~. ТJ) не зависит от s. Итак, с 
одной стороны, 

К= 1/2COS1j / 

а с другой стороны, 

и, следоватепьно, 

К= "ccos11, 
г 

"с= гj2. 

Уравнеине указывает, что кривизна образующих 
кривых имеет линейную зависимость от расстояния до 
оси вращения. Это обманчиво простое уравнение, 

будучи выраженным через z, представпяет собой 
нелинейкое дифференциапьное уравнение второго по-
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Рис. 25. Единственный выпуклый объект с таким же расширенным rауссовым отображением, -как и для тора, имеет интересную 
форму. Эго- тело вращения, образующая кривая котороrо представляет собой кривую наименьшей эиерrни. Такую форму 
примет однородный стержень, если он должен проходить через две точки с данной ориентацией в пространстве. 

рядка относительно r, поскольку 

"с= - ( ~)З/2 ' 
1 + г~ 

откуда 

Теперь 

и 

d г2 гг, 
--=-, 
dz 4 2 

так что 

или 

г2 + с2 
---=·---

4 

где с2 - постоянная интегрирования. Теперь мы свели 
задачу к нелинейному дифференциальному уравне
нию первого порядка по г, выраженному через z. 
Раз объект должен быть выпуклым и гладким в полю
сах, можно ожидать, что г,-+оо при г~. Таким обра
зом, с= О. Заметим далее, что член слева равен cos ТJ, 
поэтому можно а.аписать 

г2 

COS'I/ = 4' 

HIOi, привлекая предыдущее выражение для ка, полу

чаем 

Это - неявное уравнение кривой наименьшей энер
гии 1351! Кривая наименьшей энергии - это кривая, 
минимизирующая интеграл от квадрата кривизны 

ка. При решении данного уравнения относительно z, 
выраженного через г, получаем 

z = v'2[2E(arccos(r/2), 1//2)- F(arccos(r/2), 1//2)], 

где Е и F - неполные эллиптические интегралы. 
Если обозначить через s длину дуги кривой, можно 
записать полученное решение в форме Уэвелла 

5 = /2 F(arccos /cos 11, 1//2), 

или в форме Чезаро 

5 = /2 F(arccos(- "с), 1//2): 

Длина кривой от полюса до экватора есть 

Г(1/4) 2 

/2 К(1//2) = /2 K(sin( '17/4)) = ~ · 
2у2'1Т 

где К - полный эллиптический интеграл первого 
рода, а Г- гамма-функция 124]. Высота от экватора 
до полюса равна 

(2'17)3/2 
W=---~ 

Г(1/4) 2 

а максимальный радиус 

Н= 2. 

Минимальный радиус кривизны равен единице, по
этому окружность, касательная в самой далекой точке, 
будет также касательной в начале координат 135]. 
Эта окружность при вращении относительно верти
кальной оси даст тор с таким же расширеиным гаус
совым отображением (рис. 25). Подиая площадь по
верхности обоих объектов равна 4n2

• 

YJI. ГАУССОВА КРИВИЗНА В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ 

Если объект не является телом вращения, нахожде
ние гауссовой кривизны требует ·несколько nnJiьшиx 
уси~ий. Пусть x=x(u, v), y=y(u, v) и z=щ., v) 
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~ собоi nараметрические ураавеви" дnя и ,J". Но 
"10111!11: ва за.uввой поверхiЮСТИ. Обозначим через 
r= (х, g, z)T веюор к кекоrорой точке ка поверхности. 
Toc.u 

представпяют собой две касател~оные к nоверхности, 
как уже отмечалось въппе. Векторное nроизведение 
этих двух векторов 

следовательно, 

11 ~(n·n)nu-{n·nu)n~(nXnu)Xn 
и ~ ~ 

перпенднкулярно локальной касательной плоскости и 
(рис. 14). Квадрат дnины этого нормального вектора 
равен l'i = (n · n)nv -{n · nv)n = (n Х nv) Х n 

так как (аХЬ) • (exd)= (а·с)(Ь·d)-(а·d)(Ь·с). Ис
nользуя этот результат, можно вычислить единичный 

вектор n=nln. 

А. Гауеоова кровава, свs8811118в с ОТ&Jiовеввем: 
нормапей 1" 1 

Гауссова кривизна представпяет собой предел 
отношения nлощади участка на гауссовой сфере к 
nлощади соотвеrствукпцеrо участка на рассматрива

емой nоверхности, когда площадь стягивается к ну
лю. РассмО'Грим бесконечно малый треугольник, обра
зованный тремя точками на поверхности, соответст
вующими (и, v), (и+би, v) и (и, v+бv). Длины двух 
сторон этого треугольника равны 

itиiBu И lrviB v 1 

а синус угла между ними 

lru Х 'vl 
lrullrvl 1 

и, следовательно, наnравпенная вовне нормаль, рав

ная по величине площади треугольника, будет оnреде
ляться уравненнем 

1 . 1 
2(ru Х r.)Buдv~ 2n8u8v. 

Чтобы определить nлощадь соответствующего тре
угольного участка на гауссовой сфере, нужно найти 
единичные векторы нормали к nоверхности в этих 

трех точках. Единичные векторы нормали nоверхности 
будут выражаться следующим образом: 

l'i, 11 + ll)u, И 11 + llv8vJ 

если nренебречъ членами высшего nорядка по би и 6v. 
ЗАеСь 4 .. и ii.,- частные · nроизводвые ii по и и v. 
Оrметим, что ii,. и n., nерnенднкулярны ii. Рассуждая 
так же, как при оnределении nлощади исходиого уча

стка на заданкой поверхности, приходим к выводу, 
11'10 площ,цъ участка на гауссовой сфере равна вели
uие вектора 

1 
2(11u Х t'!J8u8v. 

Чтобы В~о~ЧJ~С~ИТЪ эту площадь, необходимо найти ii.. 

v ~ ~ ) 

nоскольку (axii)Xc=(a·c)6-(11·c)a. Отсюда 
n2 

nu х "v- -[(n. n)(nu х nv} +(n. nu)(nv х n) n& 

+(n · n.)(n Х пи)] 

ИЛJI: 

так как 

[ аЬс]р = (а· р)( Ь х с) + ( Ь · р)( с Ха) 
+(с·р)(ахЬ)) 

где (аЬсJ=(ах 11) ·с. 
Отсюда видно, что участок на гауссовой сфере 

имеет такую же ориентацию, как участок на поверх· 

ности, что и следовало ожидать. НапраW.енный 
вовне вектор нормали, равный по величине площади, 
определяется выраженнем 

1 1 
2 n" [ nnиnvJ n8u8v. 

Оосюда отиошеuие этих двух nлощадей, т. е. гауссова 
кривизна, бу~ просто равно 

К~ [nnunvJ 
n4 

Но 

н, следовательно, 

Воспользовавшись далее уравнением 

(ах Ь) х( с х d) = (аЬd]с -[aЬcjd 
или 

(а Х Ь) Х (с Х d) = [ acd] Ь - [ Ьсd] а,, 
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получаем 

nu х nv = - [ 'ии'v'vv] rv + [ 'ии'v'vv] 'и - [ 'ии'vfu] fvv 

+ [ fufuvfv] fuv + [ fufuvf~v] fu J 

следовательно, 

[ппипvJ = п ·(пи х nJ = [rиrvrииH'и'v'vvJ -[rиrvrиv1 2 

' 
и, наконец, 

К= [rurvruu][rurvrvv] -[rurvruv]2 

''и х rv/4 

Эrим результатом можно воспользоваться для более 
строгого вывода выражения, определяющего кривизну 

тела вращения. 

В. Оевоввые naдpaТIIЧIIЫe фop!IIЬI поверхности ,., 

Пусть, как и ранее, 

ii= rиxrv 
''их rvl 

есть единичный вектор нормали к поверхности. Пер
вая основная квадратичная форма поверхности дает 
квадрат элемента расстояния [24): 

ds2 
= /dr/ 2 

= Е( и, v) dи2 + 2F( и, v) dиdv + С( и, v) dv. 

Вторая основная квадратичная форма поверхности 
дает нормальную кривизну, которая находится из 

уравнения [24J 

- dr · dii = L( и, v) dи2 + 2М( и, v)dиdv + N( и, v) dv2 

Коэффициенты можно выразить через производвые по 
r следующим образом: 

или 

Е=rи·rи 

f·=rи·rv 

С= fv · fv 
L = 'и . iiи 

М = rи · iiv = fv · iiи 

N = rv · iiv 

L = [ rиrvrииJ 
/Ее- р 

М= [ fиfvfиvJ 

/Ее- р 

N = [ rиrvrvv J 
/Ее- Р 

Следовательно, ~4) 

LN- М2 

K=--
EG- F2 . 

Нак~нец, если поверхность задана в виде z(x, у), то 
указанное выше соотношение сводится к известной 

23 

формуле 

К = z •• zrr - z;r 

(1+r.+~)2 

С. Применеиве общей формуш.~ к ЭШIIIПСОвду 1• 1 

В случае эллипсоида, как уже указывалось, 

r = ( acos (J соsф, bsin fJcos ф, csin ф) т 

re = ( -asinfJcosф,bcosfJcosф,O)т 

'Ф = (- acos Osin ф,- bsin Osin ф, ccos ф) т 

roe = (- acos (J соsф,- bsin (J cos ф,О) т 

'оФ = (asinfJsinф, -ЬcosOsinф,O) т 

'ФФ = (- acos fJcos ф,- bsin Осоsф,- csin ф) т. 

Векtор нормали к поверхности можно найти, вычис
ляя векторные произведения 

n = re Х rФ = (ЬccosfJcosф,casinfJcosф,absinф) т соsф 

Огсюда коэффициенты первой основной квадратичной 
формы 

Е= r8 • r8 = (a2sin 20 + b2 cos2 0)cos2 ф 

F= r8 • rФ = (а2 + b2 )sintJcosfJsinфcosф 

С= rФ · rФ = ( а2 cos2 (J + b2sin20) sin 2 ф + d соs 2 ф. 

Следовательно, 

EG- Р = [(bccos.Ocosф)2 

+(casin0cosф)2 +(absinф)2] соs2 ф. 

Для вычисления коэффициентов второй основной квад
ратичной формы требуется знать величины 

[rerФr88 ] = n · 'оо = -аЬссоs3 ф 

[ 'в'Ф'оФ] = n · r8Ф = О 

[ 'о'Ф'Ф."] = n • 'ФФ = - abccos ф, 

которые дают 

[rerФreo]~rerФrФФ] -[r8 rФr8Ф] 2 
= (аЬссоs2 ф) 2 . 

Огсюда, наконец, получаем 

LN _ М2 = (аЬссоs2 Ф) 2 

EG- F2 

LN- М2 

К=---'-
. EG- F2 

[ 
аЬс ]

2 

= (bccosfJcosф)2 +(casinfJcosФ) 2 +(absinф)2 . 

Эrот результат использовался ранее при рассмотре
нии расширенного гауссова отображения эллипсоида. 



Vlll. ЗАКJIЮЧЕВИЕ И 8ЫВОДЫ: 
Дано определение расширенного rayccoaa отобра

жевня, ~ны его c10ik::'nsa и приведены nриме
ры. Указаны методы определения расширенного гаус
сова отображения многогранников, тел вращения и 
объектов с гладкой криВОJiинейной поверхностыо 
общ1:го вида. Оnисана гистограмма ориентаций -
дискретное приближение расширенного гауссова 0'1'0().
раження и ВЗJJожеи ряд способов разбиения сферы: на 
участки. Методы машинного зрения, позволяющие 
nолучить информацию об ориентации поверхности, 
необходимую д.liЯ построения гистограммы ориента
ций, рассмотрены в работах [1, 3-81. Можно nрово
дить сопоставления расширенных гауссовых отобра
жений, основанных на .моделях объектов, с расширен
ными гауссовыми отображениями, найденными по 
эксnериментальным данным. В недавно опубликован
ной статье [171 обсуждаются вопросы применения 
расширенных гауссовых отображений для распознава
ния объектов и, что более важно, для определения 
ориентации объекта в пространстве. 
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вычисдение карты альбедо, применяемой при классификации 
местностей, н в самое последнее время систему для отбора деталей 
нз беслорядочноil груды. с использованием визуальноil информа
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